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SUR LES SOUS-GROUPES NILPOTENTS DU GROUPE DE
CREMONA
JULIE DE´SERTI
Abstract. We describe the nilpotent subgroups of the group Bir(P2(C)) of birational
transformations of the complex projective plane. Let N be a nilpotent subgroup of class
k > 1; then either each element of N has finite order, or N is virtually metabelian.
1. Introduction
Dans [7] Ghys montre que tout sous-groupe nilpotent de Diffω(S2) est me´tabe´lien et
en de´duit que si Γ est un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z), avec n ≥ 4, alors tout
morphisme de Γ dans Diffω(S2) est d’image finie. Nous e´tudions ici, via des techniques
comple`tement diffe´rentes, les sous-groupes nilpotents du groupe des transformations bira-
tionnelles du plan projectif complexe ; ce groupe, que nous noterons Bir(P2(C)), est aussi
appele´ groupe de Cremona.
Nous dirons qu’un groupe est nilpotent fortement de longueur k (n. f. de longueur k)
s’il est nilpotent de longueur k et non virtuellement de longueur k − 1. Rappelons que le
groupe de Jonquie`res est le sous-groupe des transformations birationnelles qui pre´servent
la fibration rationnelle y = cte (voir 2.1).
The´ore`me 1.1. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 et ρ un morphisme injectif
de N dans Bir(P2(C)). Le groupe N ve´rifie l’une des proprie´te´s suivantes :
• N est virtuellement me´tabe´lien ;
• N est de torsion.
Corollaire 1.2. Soit G un groupe contenant un sous-groupe n. f. de longueur k > 1 sans
torsion et non virtuellement me´tabe´lien. Alors il n’existe pas de repre´sentation fide`le de
G dans le groupe de Cremona.
En particulier nous avons, dans l’esprit de [13], la conse´quence suivante : soit Γ un sous-
groupe d’indice fini de SLn(Z) ; de`s que n ≥ 5 le groupe Γ ne se plonge pas dans Bir(P
2(C)).
Notons que nous avions obtenu un re´sultat plus pre´cis (n ≥ 4) dans [4] mais en utilisant
des techniques plus complexes.
2. Quelques rappels
2.1. Sur le groupe de Jonquie`res. Si fS est une famille de transformations bira-
tionnelles, alors 〈fS〉 est le groupe engendre´ par la famille fS . Dans une carte affine
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(x, y) de P2(C), si f est un e´le´ment de Bir(P2(C)) nous notons f par ses deux composantes
(f1(x, y), f2(x, y)).
Tout groupe de transformations birationnelles qui pre´serve une fibration rationnelle est
isomorphe au groupe J de Jonquie`res, i.e. isomorphe a` PGL2(C(y))⋊ PGL2(C).
2.2. Dynamique et distorsion. Soit X une surface complexe compacte. Le premier
degre´ dynamique d’une transformation birationnelle f : X 99K X est de´fini par :
λ(f) := lim sup
n→+∞
|(fn)∗|1/n
ou` f∗ de´signe l’application line´aire induite par f de H1,1(X,R) dans lui-meˆme ([5]) et | . |
une norme sur End(H1,1(X,R)). Ce nombre est minore´ par 1 (voir [6, 11]).
De´finition. Soit S une surface complexe compacte. La transformation birationnelle
f : S 99K S est dite virtuellement isotope a` l’identite´ s’il existe une surface X, une trans-
formation birationnelle η : S 99K X et un entier k > 0 tels que ηfkη−1 soit un automor-
phisme de X isotope a` l’identite´.
Deux transformations birationnelles f et g sur S sont dites simultane´ment virtuellement
isotopes a` l’identite´ si le couple (η,X) est commun a` f et g.
Rappelons le re´sultat suivant duˆ a` Diller et Favre.
The´ore`me 2.1 ([5], the´ore`me 0.2). Soit f une transformation birationnelle. Supposons
que λ(f) = 1 ; alors f satisfait une et une seule des conditions suivantes :
• la suite |(fn)∗| est borne´e et f est virtuellement isotope a` l’identite´ ;
• la suite |(fn)∗| est a` croissance line´aire, f laisse une unique fibration rationnelle
invariante et n’est pas conjugue´e a` un automorphisme ;
• la suite |(fn)∗| est a` croissance quadratique et f est, a` conjugaison birationnelle
pre`s, un automorphisme qui pre´serve une unique fibration elliptique.
De´finition. Soient G un groupe de type fini, {a1, . . ., an} une partie ge´ne´ratrice de G et
f un e´le´ment de G.
(i) La longueur de f , note´e ‖f‖, est le plus petit entier k pour lequel il existe une suite
(s1, . . . , sk) d’e´le´ments de {a1, . . . , an, a
−1
1 , . . . , a
−1
n } telle que f = s1 . . . sk.
(ii) La quantite´ lim
k→+∞
‖fk‖/k est la longueur stable de f (voir [3]).
(iii) Un e´le´ment f de G est distordu s’il est d’ordre infini et si sa longueur stable est
nulle.
Remarque 2.2. Soit 〈f, g, h | [f, h] = [g, h] = id, [f, g] = h〉 un groupe de Heisenberg ; le
ge´ne´rateur h est distordu.
Lemme 2.3 ([4]). Soient f un e´le´ment distordu d’un groupe de type fini G et τ un mor-
phisme de G dans Bir(P2(C)). Le premier degre´ dynamique de τ(f) vaut 1.
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2.3. Automorphismes isotopes a` l’identite´ et surfaces minimales.
Lemme 2.4 ([4]). Soient f et g deux transformations birationnelles sur une surface S
virtuellement isotopes a` l’identite´. Supposons que f et g commutent ; alors f et g sont
simultane´ment virtuellement isotopes a` l’identite´.
Remarque 2.5. Un automorphisme f d’une surface S isotope a` l’identite´ fixe chaque
courbe d’auto-intersection ne´gative ; pour toute suite de contractions ψ de S vers un
mode`le minimal X de S, l’e´le´ment ψfψ−1 est donc un automorphisme de X isotope a`
l’identite´.
Rappelons que les surfaces minimales sont P1(C) × P1(C), P2(C) et les surfaces de
Hirzebruch Fn, n ≥ 2. Dans des cartes affines bien choisies Aut(P
1(C)×P1(C)) co¨incide
avec
(PGL2(C)× PGL2(C))⋊ (y, x)












∈ PGL2(C), α ∈ C
∗, P ∈ C[y], degP ≤ n
}
.
3. Sous-groupes nilpotents de groupes d’automorphismes de surfaces
minimales
Dans la suite du texte, chaque fois que nous dirons que N est contenu dans le groupe
de Jonquie`res il sera sous-entendu que c’est a` conjugaison pre`s.
Soit N un groupe nilpotent ; posons N(0) := N et N(i) := [N,N(i−1)] pour i ≥ 1.
Proposition 3.1. Soient N un sous-groupe n. f. de longueur k de Bir(P2(C)) et S une
surface minimale. Supposons que N(k−1) ne soit pas de torsion et soit, a` conjugaison
birationnelle pre`s, un sous-groupe de Aut(S). Alors N est, a` conjugaison birationnelle et
indice fini pre`s, contenu dans le groupe de Jonquie`res.
Avant de de´montrer cette proposition rappelons l’e´nonce´ suivant que nous utiliserons a`
plusieurs reprises :
The´ore`me 3.2 (The´ore`me des re´pliques de Chevalley). Soient G un sous-groupe de Lie
alge´brique de GLn(C) et g un e´le´ment de G. Les parties semi-simple et nilpotente de g
appartiennent a` G.
De´monstration. Remarquons que, puisque N n’est pas virtuellement de longueur k− 1, le
groupe N(k−1) n’est pas fini.
1. Commenc¸ons par conside´rer le cas ou` S = P2(C). Le groupe N(k−1) est, a` conjugaison
pre`s, contenu dans l’un des groupes suivants :
a. {(x+ α, y + β) | α, β ∈ C}; c. {(αx, y + β) | α ∈ C∗, β ∈ C} ;
b. {(αx, βy) | α, β ∈ C∗}; d . {(αx + βy, αy) | α ∈ C∗, β ∈ C}.
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Nous allons conside´rer ces e´ventualite´s au cas par cas.
1.a. Soient g = (x+ α, y + β) un e´le´ment non trivial de N(k−1) et f une transformation
birationnelle qui commute a` g. Quitte a` conjuguer g par (y, x) nous pouvons supposer
que α 6= 0 ; alors f commute, a` conjugaison pre`s, a` (x + 1, y + β) et est donc du type
(x+ b(y), ν(y)). Il en re´sulte que N est un sous-groupe de :
{(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)} ⊂ J.
1.b. Supposons que N(k−1) contienne un e´le´ment (αx, βy) non pe´riodique ; soit h une
fonction rationnelle satisfaisant h(αx, βy) = h(x, y). Si α et β sont 〈〈 non re´sonants 〉〉,
alors h est constante. S’il existe deux entiers p et q premiers entre eux tels que αpβq = 1,
la fonction h est invariante par 〈(αx, βy)〉
Z
, ou` l’adhe´rence est prise au sens de Zariski ;








Les niveaux de h sont les trajectoires de χ donc h = h(xpyq). Nous en de´duisons ce qui
suit.
Soit f = (f1, f2) une transformation birationnelle qui commute a` (αx, βy) ; alors f com-
mute a` 〈(αx, βy)〉
Z
. Si α et β sont 〈〈 non re´sonants 〉〉, f est de la forme (γx, δy) et N est
contenu dans le groupe de Jonquie`res. S’il existe p et q deux entiers premiers entre eux
tels que αpβq = 1, alors f commute a` tous les (λx, µy) satisfaisant λpµq = 1, i.e. f est
du type (xa(xpyq), yb(xpyq)). Les entiers p et q e´tant premiers entre eux, il existe deux
entiers u et v tels que uq− pv = 1. A` conjugaison pre`s par (xuyv, xpyq) la transformation
f est de la forme (c(y)x, ν(y)) ; par suite N est un sous-groupe de J.
Supposons que tous les e´le´ments de N(k−1) soient pe´riodiques ; comme N(k−1) n’est pas
fini, nous parvenons au meˆme re´sultat en conside´rant l’adhe´rence de Zariski de N(k−1).
1.c. Le groupe N(k−1) n’e´tant pas fini, nous avons l’alternative suivante :
• N(k−1) contient un e´le´ment de la forme (αx, y + β) avec β 6= 0 ;
• {α ∈ C∗ | (αx, y) ∈ N(k−1)} n’est pas fini.
Conside´rons le premier cas. Soit f dans N ; le groupe G = {g ∈ N(k−1) | fg = gf},
qui contient (αx, y + β), s’identifie a` un sous-groupe alge´brique d’un groupe line´aire. Le
the´ore`me des re´pliques de Chevalley assure alors que f commute a` (x, y + βα) ; ainsi f
est du type (ν(x), y + b(x)) et
N ⊂ {(ν(x), y + b(x)) | ν ∈ PGL2(C), b ∈ C(x)} ;
quitte a` conjuguer par (y, x) nous constatons que N est inclus dans J.
Pour la deuxie`me e´ventualite´, voir 1.b.
1.d. Puisque N(k−1) n’est pas fini, nous avons l’alternative suivante :
SUR LES SOUS-GROUPES NILPOTENTS DU GROUPE DE CREMONA 5
• ou bien N(k−1) contient un e´le´ment du type (αx+ βy, αy) avec β 6= 0 ;
• ou bien {α ∈ C∗ | (αx,αy) ∈ N(k−1)} n’est pas fini.
Conside´rons la premie`re e´ventualite´ ; le the´ore`me des re´pliques de Chevalley assure
encore qu’un e´le´ment qui commute a` (αx + βy, αy) commute a` (x + βαy, y). Nous en
de´duisons que N est un sous-groupe de J.
Dans le second cas nous obtenons, par 1.b., que N est contenu dans le groupe de Jon-
quie`res.
2. Etudions le cas ou` S = P1(C)× P1(C). A` indice fini pre`s, nous pouvons supposer que
N(k−1) est un sous-groupe abe´lien de PGL2(C) × PGL2(C) ; il en re´sulte que N
(k−1) est
inclus, a` conjugaison pre`s, dans l’un des groupes suivants :
{(x+ α, y + β) | α, β ∈ C}, {(αx, y + β) | α ∈ C∗, β ∈ C}, {(αx, βy) | α, β ∈ C∗} ;
le 1. permet donc de conclure.
3. Pour finir nous nous inte´ressons au cas S = Fn, n ≥ 2. Notons π la projection de
Aut(Fn) sur PGL2(C) ; puisque le groupe π(N
(k−1)) est abe´lien, nous pouvons supposer, a`
indice fini pre`s, que N(k−1) est contenu dans l’un des groupes suivants :
a. {(αx + P (y), y) | α ∈ C∗, P ∈ C[y]};
b. {(αx+ P (y), y + β) | α ∈ C∗, β ∈ C, P ∈ C[y]};
c. {(αx+ P (y), βy) | α, β ∈ C∗, P ∈ C[y]};
Conside´rons chacune de ces e´ventualite´s.
3.a. Supposons que N(k−1) soit un sous-groupe de {(x+ P (y), y) | P ∈ C[y]}. Soit g dans
N(k−1) \ {id} ; a` conjugaison pre`s, g s’e´crit (x+ 1, y) et 1.a. permet de conclure.
Supposons que N(k−1) contienne un e´le´ment g de la forme (αx+P (y), y) avec α 6= 1. Si α
est d’ordre fini q, alors gq est du type (x+Q(y), y) et nous concluons comme pre´ce´demment.
Si α est d’ordre infini, g est conjugue´ a` (αx, y) et 1.c. assure que N est inclus dans le
groupe de Jonquie`res.
3.b. Un e´le´ment (αx+P (y), y+ β) de N(k−1), avec β 6= 0, est conjugue´ a` (αx, y+β) ; par
1.c. nous obtenons donc que N est un sous-groupe de J.
3.c. Si {β ∈ C∗ | βy ∈ π(N(k−1))} est fini, il existe dans N(k−1) un e´le´ment de la forme
(αx + P (y), y) et 3.a. permet de conclure. Supposons donc que g de´signe un e´le´ment de
N(k−1) du type (αx+P (y), βy) avec β d’ordre infini. Si βi−α 6= 0 pour tout 0 ≤ i ≤ degP ,
la transformation g est conjugue´e a` (αx, βy) et, par 1.b., nous avons le re´sultat annonce´.
Reste a` conside´rer le cas ou` il existe un unique i tel que βi − α = 0 (l’unicite´ re´sulte du
fait que β est d’ordre infini) ; g est alors conjugue´ a` (βix + γyi, βy). Il s’en suit qu’une
transformation birationnelle qui commute a` g commute a` (βix, βy) (the´ore`me des re´pliques
de Chevalley 〈〈 adapte´ 〉〉) ; nous concluons a` l’aide de 1.b. 
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4. Dynamique et groupes nilpotents de ge´ne´ration finie
Lemme 4.1. Soient N un groupe nilpotent non abe´lien de longueur de nilpotence k et
ρ un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)). Nous sommes dans l’une des situations
suivantes :
• ou bien pour tout g dans ρ(N), nous avons λ(g) = 1 ;
• ou bien N(k−1) est de torsion.
De´monstration. Soient f dans N et g dans N(k−2) ; conside´rons l’e´le´ment h de´fini par
h = [f, g]. Supposons que h soit non pe´riodique. Puisque N est de longueur de nilpotence
k, nous avons [f, h] = [g, h] = id. La remarque 2.2 et le lemme 2.3 assurent que le premier
degre´ dynamique de ρ(h) vaut 1.Montrons que pour tout ℓ dans N, nous avons λ(ρ(ℓ)) = 1.
La transformation ρ(h) satisfait l’alternative suivante ([5]) :
• ρ(h) pre´serve une unique fibration rationnelle ou elliptique ;
• ρ(h) est virtuellement isotope a` l’identite´.
Dans le premier cas, ρ(ℓ) laisse, par commutation, une fibration invariante donc ρ(ℓ)
est de premier degre´ dynamique 1. Conside´rons la seconde e´ventualite´ ; plac¸ons nous sur
la surface S ou` ρ(h) est un automorphisme et notons encore ρ(h) (resp. ρ(ℓ)) le conjugue´
de ρ(h) (resp. ρ(ℓ)). Supposons λ(ρ(ℓ)) > 1. Notons G = 〈ρ(h)〉
Z
⊂ Aut(S) ; comme
ρ(h) est d’ordre infini G est un groupe de Lie abe´lien qui commute a` ρ(ℓ) : ceci contredit
λ(ρ(ℓ)) > 1.1
Supposons que tous les commutateurs du type [f, g] ou` f de´signe un e´le´ment de ρ(N)
et g un e´le´ment de ρ(N(k−2)) soient pe´riodiques ; alors ρ(N(k−1)) e´tant abe´lien, il est de
torsion. 
Exemples. 1. Posons H0 = 〈(−x,−y)〉 et pour tout j ≥ 1 :
αj = βj = exp(iπ/2




1 ◦ . . . ◦ g
2
j , Hj = ϕj〈(αjx, βjy)〉ϕ
−1
j
ou` cj appartient a` C
∗. Alors H = ∪j≥0Hj est un groupe abe´lien de´nombrable dont tous
les e´le´ments sont pe´riodiques ([8, 12]).
2. Le groupeN = 〈(exp(−2iπ/p)x, y), (x, xy), (x, exp(2iπ/p)y)〉 est nilpotent de longueur
2 et N(1) = 〈(x, exp(2iπ/p)y)〉 est de torsion.
Lemme 4.2. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 et ρ un morphisme injectif de
N dans Bir(P2(C)). Supposons que N(k−1) ne soit pas de torsion. Le groupe ρ(N) satisfait
l’une des proprie´te´s suivantes :
• ou bien ρ(N) pre´serve une fibration rationnelle ou elliptique ;
• ou bien les e´le´ments de ρ(N(k−1)) sont virtuellement isotopes a` l’identite´.
1 Ce dernier argument est duˆ a` S. CANTAT.
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De´monstration. Soit h un e´le´ment non trivial de N(k−1) ; le lemme 4.1 assure que λ(ρ(h)) =
1. D’apre`s [5] ou bien ρ(h) est virtuellement isotope a` l’identite´, ou bien ρ(h) pre´serve une
unique fibration F rationnelle ou elliptique. Plac¸ons nous dans cette seconde e´ventualite´ ;
comme ρ(N) commute a` ρ(h), tout e´le´ment de ρ(N) pre´serve F (c’est l’unicite´). 
Rappelons que tout sous-groupe d’un groupe nilpotent de ge´ne´ration finie est nilpotent
de ge´ne´ration finie ([9], the´ore`me 9.16).
Proposition 4.3. Soit N un groupe n. f. de longueur k non abe´lien et de ge´ne´ration finie.
Soit ρ un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)). Supposons que ρ(N(k−1)) ne soit pas
de torsion et que ses e´le´ments soient virtuellement isotopes a` l’identite´ ; alors ρ(N) est, a`
indice fini et conjugaison pre`s, contenu dans le groupe de Jonquie`res.
De´monstration. Le groupe ρ(N(k−1)) est de ge´ne´ration finie ; notons {a1, . . . , an} une
partie ge´ne´ratrice de ρ(N(k−1)). Comme ρ(N(k−1)) est abe´lien le lemme 2.4 assure que
les ai sont simultane´ment virtuellement isotopes a` l’identite´. D’apre`s la remarque 2.5
le groupe 〈aq1, . . . , a
q
n〉 est, a` conjugaison pre`s, contenu dans le groupe d’automorphismes
d’une surface minimale ; la proposition 3.1 permet de conclure. 
Proposition 4.4. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 de ge´ne´ration finie et ρ un
morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)). Supposons que ρ(N(k−1)) soit de torsion. Alors
ρ(N) ve´rifie l’une des proprie´te´s suivantes :
• ρ(N) laisse une fibration elliptique ou rationnelle invariante ;
• ρ(N) est fini.
De´monstration. Le groupe N(k−1) est un groupe abe´lien, de ge´ne´ration finie, dont tous
les e´le´ments sont pe´riodiques donc fini. Il existe une surface M et une transformation
birationnelle η : P2(C) 99K M telles que ηρ(N(k−1))η−1 soit inclus dans Aut(M). Soit
S le quotient de M par ηρ(N(k−1))η−1 ; notons S˜ la de´singularise´e de S. La surface S˜
est unirationnelle donc rationnelle (voir [2]). Par suite N1 := N/N
(k−1) se plonge dans
Bir(P2(C)) ; notons ρ1 ce plongement. Le groupe N1 est nilpotent de longueur de nilpotence
k − 1. D’apre`s le lemme 4.1 nous avons l’alternative suivante :
a. pour tout g dans N1 nous avons λ(ρ1(g)) = 1 ;
b. N
(k−2)
1 est de torsion.
a. D’apre`s le lemme 4.2 et la proposition 4.3, le groupe ρ1(N1) pre´serve une fibration
elliptique ou rationnelle ; montrons qu’il en est de meˆme pour ρ(N). Notons p la projection
de M sur S et F la fibration invariante par ρ1(N1). La fibration F = F ◦ p est invariante
par ρ(N) ; a` tout e´le´ment f de ρ(N) nous pouvons donc associer νf dans Aut(P
1(C))
satisfaisant : F ◦ f = νf ◦ F . Soit ν le morphisme de´fini par :
ν : ρ(N) → PGL2(C)
f 7→ νf
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Comme ρ(N) n’est pas virtuellement abe´lien, ker ν n’est pas fini ; la fibre ge´ne´rique de




1 est de torsion, N2 = N1/N
(k−2)
1 se plonge dans Bir(P
2(C)) ; notons ρ2 ce
plongement. Nous pouvons alors reprendre le meˆme raisonnement... ainsi :
• ou bien il existe 1 ≤ i ≤ k − 1 tel que ρi(Ni) soit virtuellement contenu dans le
groupe de Jonquie`res et, par suite, ρ(N) l’est aussi ;
• ou bien Nk−1 est de torsion donc fini et N aussi.

5. Conclusion
Remarque 5.1. Un sous-groupe nilpotent non fini de PGL2(k), avec k = C ou C(y), est
ne´cessairement virtuellement abe´lien.
Avant de donner une preuve du the´ore`me 1.1 nous e´tablissons un e´nonce´ pour les sous-
groupes nilpotents, non abe´liens et de ge´ne´ration finie de Bir(P2(C)).
The´ore`me 5.2. Soient N un groupe n. f. de longueur k non abe´lien, de ge´ne´ration finie et
ρ un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)). Le groupe ρ(N) ve´rifie l’une des proprie´te´s
suivantes :
• ρ(N) pre´serve une fibration elliptique ou rationnelle ;
• ρ(N) est fini.
De´monstration. L’e´nonce´ de´coule des lemmes 4.1, 4.2, des propositions 4.3 et 4.4. 
Nous allons, pour finir, de´montrer le the´ore`me 1.1.
De´monstration du the´ore`me 1.1. Notons k la longueur de nilpotence de ρ(N). Conside´rons
Σ l’ensemble des sous-groupes n. f. de longueur k et de ge´ne´ration finie de ρ(N). Si tous
les e´le´ments de Σ sont finis alors ρ(N) est de torsion ; sinon Σ contient un e´le´ment G qui ne
soit pas fini. D’apre`s le the´ore`me 5.2, ρ(G) pre´serve une fibration elliptique ou rationnelle
F . Dans les deux cas les e´le´ments de G(k−1) pre´servent F fibre a` fibre. Soit f dans G(k−1) ;
en utilisant la commutation de f a` ρ(N) nous observons l’alternative suivante :
• ρ(N) laisse aussi la fibration F invariante,
• f pre´serve deux fibrations distinctes fibre a` fibre.
On constate que dans le premier cas N est virtuellement me´tabe´lien. En effet un
groupe de transformations birationnelles de P2(C) qui pre´servent une fibration elliptique
est virtuellement me´tabe´lien. Si F est rationnelle, alors ρ(N) est, a` conjugaison pre`s, un
sous-groupe de J. Notons π la projection de J sur PGL2(C) ; le groupe π(ρ(N)) est un
sous-groupe nilpotent de PGL2(C), il est donc virtuellement abe´lien (remarque 5.1) : nous
pouvons donc supposer que π(ρ(N(i))) = {id} pour 1 ≤ i ≤ k. En particulier N(1) est un
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sous-groupe nilpotent de PGL2(C(y)), il est donc virtuellement abe´lien (toujours par la
remarque 5.1).
Dans la seconde e´ventualite´ f est pe´riodique. Si cela a lieu pour tout choix de f dans
G(k−1) alors G est virtuellement de longueur k − 1. 
Exemple. Les groupes suivants sont des sous-groupes nilpotents non abe´liens et non finis
de J :
〈(x+ αβ, y), (x+ αy, y), (x, y + β)〉,
〈(x+ 1, y), (x+ y, y), (x+ a(y), y − 1)〉
ou` α, β appartiennent a` C∗ et a a` C(y).
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